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概要

Computer Scienceで必要になるであろう圏論の知識をまとめる.

1 Categories

1.1 Category

定義 1 (category). category Cは次のようなものからなる.
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• Obj : object(対象)からなる collection*1

• Arr : arrow(射)からなる collection

• dom : Arr → Obj, cod : Arr → Obj なる function; f ∈ Arr であって, dom(f) = A,

cod(f) = B となるもののことを f : A→ B とかく.

• id : Obj→ Arr; 1とかくこともある.

• (◦) : Arr×Arr ⇀ Obj; f ◦ g は, cod(g) = dom(f)なるとき定義される

であって, 次の等式を満たす:

• (associativity) h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f
• (identity) f : A→ B に対し, f ◦ idA = f = idB ◦ f

category Cの arrowであって domが A, codが B であるようなものの集まりを HomC(A,B)とか

く. 一般に HomC(A,B) は集合になるとは限らない. これが集合になるような category を locally

smallとよぶ. また, Objと Arrがいずれも集合になる categoryを smallとよぶ. 以下では基本的

には locally smallな categoryしか扱わないのであまりこの違いを気にする必要はない.

上の定義では object, arrow から category を定めたが, Hom を各 object ごとに定め, Arr(C) =

{HomC(A,B) | A,B ∈ Obj(C)}として categoryを定義することも出来る.

categoryの例を挙げる.

例 2. 集合とその上の構造物, および構造を保つ写像からなる categoryの例:

• Set: 集合と写像のなす category

• Poset: posetとその間の monotone mapのなす category

• Grp,Ring, R-Mod,Ab: それぞれ群, 環, R-加群, アーベル群とその間の準同型のなす

category

• Top: 位相空間と連続写像のなす category

例 3. その他の例:

• poset P : P の各元を object, Hom(A,B) = {⋆} (A ≤ B のとき), Hom(A,B) =

{} (それ以外)によって categoryとみなすことができる. identityの存在が reflexitivityによ

り, associativityは preorderの transitivityにより保証される.

• opposite category: Cの opposite category Cop を, 各 arrowの向きを反転させたものとす

る. すなわち, domCop(f) = codC(f), codCop(f) = domC(f), g ◦Cop f = f ◦C g などとすると

もとの Cが categoryならば Cop は再び categoryの規則を満たす.

1.2 Functor

categoryの構造を保つようなmappingを functorとよぶ.

定義 4 (functor). category C,Dに対し, functor F : C→ Dは次のようなものからなる.

• Fobj : Obj(C)→ Obj(D)

*1 ここでは collection と呼んでいるが, 後ほどでも出てくるように Obj, Arr が大きすぎて集合にならないような
categoryが必要になることがある. このような categoryを取り扱うために, しばしば (Grothendieck) universeと呼
ばれる, ある種の操作について閉じた集合を固定しその中で理論を展開するという方法を取ることもある. 以下の議論は
全て適当な universeの中で行っていると思うことにし, categoryの “大きさ”の議論には立ち入らない.
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• Farr : HomC(A,B)→ HomD(FobjA,FobjB)

であって, 次の条件を満たす:

• (preserving identity) F (idA) = idFA

• (covariance) F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

この定義は, categoryの構造 (すなわち object, arrow, domain, codomain, identity, composition)

を保つ mappingと言い換えることが出来る.

1.3 Natural Transformation

functorの構造を保つ mappingを natural transformationとよぶ.

定義 5 (natural transformation). functor F,G : C → D に対し, natural transformation

α : F ⇒ Gは次のようなものからなる.

• αA ∈ HomD(FA,GA)

であって, 次の条件を満たす:

• (naturality) f ∈ HomC(A,B)に対し, Gf ◦ αA = αB ◦ Ff

naturalityの条件は次の可換図式によっても表現することが出来る.

A FA GA

B FB GB

f

αA

Ff Gf

αB

1.4 Functor Category

定義 6 (functor category). C,Dを categoryとする. functor category [C,D]とは, 次のようにし

て定まる categoryである.

• Obj = {F : C→ D | F は functor}
• HomC(F,G) = {α : F ⇒ G | αは natural transformation}
• idF : F ⇒ F は (idF )A = idFA で定まる nat

• α : F ⇒ G, β : G⇒ H に対し, β ◦ α : F ⇒ H を, (β ◦ α)A = βA ◦ αA で定まる nat

ただし, functorと natの同値性を次のように定めておく.

• F = G iff ∀A. FA = GA かつ ∀f : A→ B. Ff = Gf

• α = β iff ∀A. αA = βA

1.5 Duality

category の図式の arrow の向きを全て逆にしたものを, 元の図式の dual(双対) とよぶ. category

において定義されるものは, 定義に出現する図式を反転することで dualをとることができる. すでに

opposite categoryが dualな概念として登場したが, 他にも dualや dualに関連する概念が存在する.

定義 7 (contravariant functor). F : C → D に対し, Farr の arrow の向きを反転させることで新
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たな functor F op : Cop → D が得られる. これを contravariant functor とよぶ (F は covariant

functor とよぶ). F op の定義を書き下すと (covariance) 規則の代わりに次の (contravariance) 規則

が得られる:

• (contravariance) F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)

2 Special Objects & Morphisms

2.1 Monic, Epic

定義 8 (monic). f : B → C がmonicであるとは, 任意の g, h : A→ B に対し, f ◦ g = f ◦ hなら
ば g = hとなることである. これを f : B ↣ C とかいたりする.

A B C
g

h

f

定義 9 (epic). f : A → B が epic であるとは, 任意の g, h : B → C に対し, g ◦ f = h ◦ f ならば
g = hとなることである. これを f : A ↠ B とかいたりする.

A B C
f g

h

注意 10. monic, epicは Setではそれぞれ単射, 全射に一致する.

2.2 Isomorphism

定義 11 (isomorphism). f : A → B が isomorphism であるとは, ある g : B → A が存在して,

f ◦ g = 1B かつ g ◦ f = 1A となることである. このとき Aは B に isomorphicといい, A ≃ B で

かく.

注意 12. iso ならば epi かつ mono は正しいが, 逆は必ずしも真ではない (逆が成り立つような

categoryを balancedという). 反例として, Topで 2点集合 {a, b}に離散位相を入れた空間 Xd, 密

着位相を入れた空間Xi を用意すると, 恒等写像 i : Xd → Xi は epiかつmonoだが (逆が連続でない

ので) isoではない.

注意 13. isomorphismはしばしば “弱い意味での”同値性として扱われる. category theoryでは色々

な種類の同値性があり, その中でも ≃でかかれる isomorphic equivalenceは “weak” equivalenceと

呼ぶことがある.

2.3 Terminal Object

定義 14 (terminal object). C の terminal object 1 ∈ Obj(C) とは, 任意の object X に対し,

X → 1なる arrowがただ一つ存在するようなもののことである.

2.4 Product

定義 15 (product). Cの object A,B に対し, Aと B の productは次のようなものからなる.

• object A×B

• arrow pA : A×B → A, pB : A×B → B; これらを projectionとよぶ
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であって, 次の条件を満たす.

• (universality) 任意の object Q と arrow f : Q → A, g : Q → B が与えられた時, h : Q →
A×B であって, pA ◦ h = f かつ pB ◦ h = g なるようなものがただ一つ存在する.

product の universality は以下の図式で表せる. ただし universality により保証される, 唯一存在

する arrowをここでは破線でかいた.

Q

A A×B B

f
h

g

pA pB

命題 16 (symmetric monoidality). 次のような同型が存在する.

• (A×B)× C ≃ A× (B × C)

• 1×A ≃ A× 1 ≃ A

• A×B ≃ B ×A

2.5 Dual Objects

定義 17. 次のように定義する.

• terminal objectの dualを initial objectとよび, 0でかく

• productの dualを coproductとよび, +でかく.

2.6 Examples

Special Objectの例をいくつかの categoryで見ておく.

category terminal object product initial object coproduct

Set singleton {⋆} 直積 emptyset ∅ disjoint union

poset P 最大元 sup 最小元 inf

Ab {⋆} 直積 {⋆} 直和 (=直積)

注意 18. 上にあげた例はそれぞれの categoryにおいて特徴的な性質を端的に表す例である.

• Setは special objectsの最も直観的な例を与えている. 特に product, coproductがそれぞれ

集合演算としての積と和に対応していることが分かるだろう.

• poset を category とみなすと, special objects は具体的な元を表す. 特に 1 と表記される

terminal object が最大元として現れていることに注意しよう. bounded lattice [0, 1] の構造

はこの特別な場合である.

• Abでは, terminal objectと initial objectが, そして productと coproductがそれぞれ一致

している. このような terminalかつ initial objectを zero object, productかつ coproduct

を biproductとよぶ. これはAbが Abelian categoryとよばれる, 代数的位相幾何学等で重

要な役割を果たす categoryであり, zero objectと biproductをもつことが Abelian category

の定義に含まれているからである.
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2.7 Exponential Object

定義 19 (exponential object). C を product をもつ category とする. A,C ∈ Obj(C) に対し,

exponential object CA とは, 次のようなものである.

• object: CA ∈ Obj(C)
• arrow ev : A× CA → C; これは evaluation mapとよばれる

であって, 次を満たすようなもの.

• (universality) 任意の f : A×B → C に対し, g : B → CA であって, ev ◦ (1× g) = f なるよ

うなものがただ一つ存在する.

B A×B

CA A× CA C

g 1×g f

ev

Exponentialは “関数空間”を表現するような概念である. 特に computer scienceでは重要な役割

を果たす.

例 20. A,B を setとする. Setでの exponential object BA とは, 写像の集合

BA = {f : A→ B | f は写像 }と, 次のようにして定まる evaluationからなる.

ev : A× CA → C

ev(a, f) = f(a)

定義 21 (cartesian-closed category). Cが cartesian-closed categoryであるとは, Cが terminal

object, product, exponential objectをもつことをいう.

例 22. Setは 1点集合, 直積, 写像の集合によって cartesian-closedである.

命題 23. 次のような同型が存在する.

• X1 ≃ X

• (XY )Z ≃ XY×Z

• (X × Y )Z ≃ XZ × Y Z

3 Special Functors

3.1 Limits

定義 24 (diagonal functor). diagonal functor (constant functor) ∆ : C→ CJ とは, 次のように

して定義されるもののことである.

• ∆(C)(j) = C

• ∆(f : C → D)(j) = f

arrowは全て identityにmapされる.

定義 25 (limit). Jを category (index categoryなどとよぶ), Cを categoryとする. F : J → Cの
limitとは, 次のようなものである.
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• object L ∈ Obj(C); これを lim←−F とかく
• natural transformation τ : ∆(L)⇒ F (limiting coneとよぶ)

であって, 次のような条件を満たす.

• (universality) 任意の object C ∈ Obj(C)と natural transformation θ : ∆(C) ⇒ F に対し,

h : C → Lであって, τ ◦∆(h) = θ となるようなものがただ一つ存在する.

C C L

CJ ∆(C) ∆(L)

F

h

θ

∆(h)

τ

limitの index categoryが small, あるいは finiteのときその limitを small, あるいは finiteとよぶ.

例 26 (terminal object). F : 0→ Cを empty categoryからの uniqueな functorとする. このとき

lim←−F = 1 ∈ Obj(C)である.

例 27 (product). 2 = {⋆1, ⋆2} を 2 点からなる discrete category とする. F : 2 → C とすると,

lim←−F = F (⋆1)× F (⋆2) ∈ Obj(C)である.

3.2 Adjoint Functors

定義 28 (adjoint). F : C → D, G : D → Cを functorとする. F と Gが adjoint, または F が G

の left adjoint, または Gが F の right adjointであるとは, 次をみたすときをいう. また, これを

F ⊣ Gとかく.

• φA,B : HomD(FA,B)
∼−→ HomC(A,GB)なる isomorphism (これを adjunctionとよぶ)が存

在して, さらにこれが A,B について naturalである

A B HomD(FA,B) HomC(A,GB)

A′ B′ HomD(FA′, B′) HomC(A
′, GB′)

g HomD(Ff,g)

φA,B

HomC(f,Gg)f

φA′,B′

定義 29 (unit). F ⊣ Gとする. このとき natural transformation η : 1 ⇒ GF が次のようにして定

まる. これを unitとよぶ.

• ηA = φA,FA(idFA) : A→ GFA

定義 30 (counit). F ⊣ Gとする. このとき natural transformation ε : FG ⇒ 1が次のようにして

定まる. これを counitとよぶ.

• εA = φ−1
GA,A(idGA) : FGA→ A

命題 31 (triangular identities). F : C→ D, G : D→ Cを functorとする. F ⊣ Gであることと次

は同値である.

• nat η : 1⇒ GF , ε : FG⇒ 1が存在する

• Gε ◦ ηG = idG かつ εF ◦ Fη = idF
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G GFG

G

ηG

Gε

F FGF

F

Fη

εF

命題 32. X × (−) ⊣ (−)X

これと随伴の一意性により, cartesian-closed category とは, terminal object と product を備え,

上の随伴が存在するような categoryという定義も出来る.

3.3 End

定義 33 (wedge). F : Cop × C→ Dを functorとする. F 上の wedge e : w → F とは次のような

ものからなる.

• object w ∈ C
• a family of arrows ec : w → F (c, c) for c ∈ C

であって, 次の条件を満たす.

• (wedge diagram) 任意の arrow f : c→ c′ に対し, F (f, c′) ◦ ec′ = F (c, f) ◦ ec

F (c′, c′)

w F (c, c′)

F (c, c)

F (f,c′)ec′

ec F (c,f)

定義 34 (end). F : Cop × C→ Dを functorとする. F の endとは次のようなものからなる.

• wedge e : w → F ; wedgeの object wを
∫
c∈C F (c, c)とかく

であって, 次の条件を満たす.

• (universality) 任意の wedge e′ : w′ → F に対し, h : w′ → w であって, 任意の c ∈ Cに対し
て ec ◦ h = e′c となるようなものがただ一つ存在する

w w′

F

e

h

e′

4 All Concepts are Kan Extensions

4.1 Kan拡張

定義 35 (左 Kan拡張). F : C→ D, E : C→ Uを functorとする. F に沿った E の左 Kan拡張と

は, 次のようなものからなる.

• functor F †E : D→ U; F †E または LanFE とかく

• nat η : E ⇒ F †E ◦ F
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であって, 次のような条件を満たす.

• (universality) 任意の functor S : D → U と nat σ : E ⇒ SF に対し, nat τ : F †E ⇒ S で

あって, τF ◦ η = σ となるようなものがただ一つ存在する

C U

D
F

E

η

F †E

[D,U] F †E S

[C,U] F †E ◦ F S ◦ F

E

τ

τF

η σ

参考文献

[1] nLab, https://ncatlab.org/nlab/show/HomePage

[2] alg-d.com, http://alg-d.com/math/kan_extension/

9


